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Resume. Soient M une variete CR localement plongeable et $ C M un ferme. On donne des 
conditions suffisantes pour que les fonctions LJ oc qui sont CR sur M\$ le soient 
aussi sur M tout entier. 



Local envelope of holomorphy of CR manifolds 
~J ' and removable singularities for integrable CR functions. 

m - 
o 

Abstract. Let M be a locally embeddable CR manifold and $ C M be a closed set. We give 

sufficient conditions in order that Lj oc functions on Ad which are CR on M\$ are 

Q ' CR on M. 

ON 

Abridged English Version. Let M be a locally embeddable CR manifold, dimc^M = m, 
codim M — n, dim M = d = 2m + n and <& C M a closed set. We give various conditions in order 
that $ is L 1 -removable, i.e. 

b ' L ioc(M) n Ll C}CR (M\$) = L} ocfiR {M) (1) 

Let H K denote K-dimensional Hausdorff measure. 

Theorem 1. - If M is C 3 , a function f e Lj oc (M) is CR if and only if f\o belongs to L] oc CR (0) 
for almost every CR orbit O. 

COROLLARY 1. — J/$ = U aeJ 40 a is of zero d-dimensional measure, then (1) is satisfied. 

Theorem 1 reduces the problem to the case where M is a single CR orbit, i.e. M is globally 
minimal H. 

Theorem 2. - Let M be C 2 ' Q , < a < 1, dimcijM = m > 1. Every closed subset E of M such 
that M and M\E are globally minimal and such that -ff ;o ~ (E) < oo is ^-removable. 

The notion of wedge (W-)-removability is defined here in higher codimension. 

Theorem 3. - Let M be C m ' , dim C B,M = m > 1. Every closed set E C M such that M and M\E 
are globally minimal and such that H d ~ 2 {E) = is W- and L 1 -removable. 
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Theorem 4. - Let M be C 2,Q , m > 1, and let N be a C 2 connected submanifold of M such that 
M and M\N are globally minimal. 

(i) // codiniAf N > 3, then N is W- and L -removable; 

(ii) Every closed set 4> C N is W- and L l -removable if $ ^ N, codimM-^V = 2 and m > 1; 

(iii) A^ is W- and L 1 -removable if N is generic at one point, codiniM-ZV = 2 and m > 2. 

A set 5 C M is called a C A peak set, < A < 1, if there exists a nonconstant function 
w e C£ R (M) such that S = {w = 1} and \w\ < 1. 

Theorem 5. - Let M be C 2,a globally minimal. Then every C A peak set S satisfies H d (S) = 
and is L 1 -removable. 

Corollary 2. - Let M be C 3 . Then a C x peak set S is L 1 -removable if H d (L>ocsO) = 0. 

1. Enonces 

Soient M une variete CR localement plongeable, de dimension CR dimc^M — m, de codimen- 
sion codim M = n, de dimension dim M = d = 2m + n et soit $ C M un ferme de M. Dans ce 
travail, on cherche des conditions, portant sur M et 4>, pour que Ton ait 

LJ oc (M) n LL.chCJA*) = L} oc {M). (1) 

Si (1) est verifiee, on dira que $ est L^eliminable. D'apres Trepreau p0| , toute variete CR M 
est reunion disjointe (en general transfinie) de sous-varietes CR immergees connexes M = Ui^iOi, 
Oi C M, appelees orbites CR de M, qui sont caracteristiques, i.e. dimc^Oi = dimc^M et 
minimalcs pour Pinclusion et cette proprictc. Un premier rcsultat concerne ces varietes. II a ete 
demontre par B. Joricke dans la classe C°(Af) ||] et dans L] oc (M) si M est une hypersurface de 
classe C 2 H. Enfin, le second auteur l'a etendu a Lj oc (M) en codimension quelconque dans sa 
these §. 

Theoreme 1. - Si M est de classe C 3 , une fonction f € L] oc {M) est CR si et seulement si f\o t 
appartient a Lj oc CR (Oi) pour presque toute orbite CR Oi, au sens de la mesure sur M . 

La restriction f\o t est bien definie et appartient a L\ oc (Oi) pour presque toute orbite Oi. Nous 
renvoyons le lecteur a |9| ou |7[ pour une preuve complete. 
COROLLAIRE 1. - Si $ — U a eAO a est de mesure d-dimensionnelle nulle, alors (1) est verifiee. 

Le theoreme 1 reduit l'etude de (1) au cas ou M = Oi est une seule orbite. L'aspect central de 
notre travail consiste justement a replacer l'etude de (1) dans le contexte de la theorie des orbites 
CR et de l'extension des fonctions CR, beneficiant en cela des travaux de Trepreau, Tumanov et 
Joricke. Lorsque M est une hypersurface, le probleme (1) est traite par Joricke et Chirka-Stout 

§• 

Bien entendu, les orbites sont aussi localement plongeables. Soit M generique dans C m+n . Dans 

ce cas, un ouvert connexe Wo sera appele wedge attache a M\$ s'il existe une section continue 
■q : M\$ -> T M C m+ ™\{0} du fibre normal a M telle que W contient un wedge W p d'edge M en 
(p,v(p)) ( c /- @i P-3), pour tout point p G Af\$. Cette notion a un sens local lorsque M est 
localement plongeable. Le probleme (1) fait intervenir la geometrie des wedges attaches. 
Definition 1. $ est dit W-eliminable si, pour tout wedge Wo attache a M\$, il existe un wedge 
W attache a M tel que les fonctions holomorphes dans Wo se prolongent holomorphiquement a 
W. 

On note H K (E) la mesure de Hausdorff K-dimensionnelle de E, pour une metrique fixee sur M . 
H d s'identifie a la mesure de Lebesgue. Enfin, on dira qu'une variete CR est globalement minimale 
si elle consiste en une seule orbite CR. Le ferme $ sera note E, N ou S, suivant le contexte. 
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Theoreme 2. - Soit M de classe C 2 ' a , < a < 1, dim CR M = m > 1. Towi ferme E de M tel 
que M et M\E sont globalement minimales et tel que H [o ^. (E) < oo est L 1 -eliminable. 

Par exemple, sous ces hypotheses, toute sous-variete N de codimension au moins trois, est 
Z^-eliminable. Le result at suivant (pi) s'applique a l'extension des fonctions CR meromorphcs. 

Theoreme 3. - Soit M de classe C u , dim CiR M = m > 1. Tout ferme E C M tel que M et M\E 
sont globalement minimales et tel que H d ~ 2 (E) = est W- et ^-eliminable. 

Le cas de singularites plus massives est traite dans Q : 

Theoreme 4. - Soient M C 2 ' a , m > 1. Soit N une sous-variete connexe de M, de classe C 2 telle 
que M et M\N sont globalement minimales. Alors 

(i) N est W- et ^-eliminable si codiniM-'V > 3.; 

(ii) Tout ferme $ de N est W- et ^-eliminable, si $ ^ N , codinijv/^ — 2 et m > 1; 

(iii) N est W- et ^-eliminable si N est generique en au moins un point, codiniM-^V — 2 et 
m > 2. 

Remarque. L' elimination L 1 de compacts K CC N de varietes JVcM generiques de codimen- 
sion un apparait dans les travaux de B. Joricke Q pour n — 1 et dans [g| pour n > 2. 

Une version plus faible du theoreme 4 est contenue dans [pf dans le cas de l'elimination W. 
L'hypothese d'orbite sur M et M\N est essentiellement necessaire : si elle n'est pas satisfaite, 
il existe des exemples simples de M, N et de distributions CR de support une sous-variete car- 
acteristique fermee S de M\N qui ne se prolongent pas holomorphiqucmcnt a un wedge au-dessus 
de N. Enfin, les hypotheses geometriques sur N et $ sont calquees sur celles qui rendent les 
theoremes 2,3 et 4 connus lorsque M est un ouvert de C m , i.e. n = 0. 

Maintenant, un sous-ensemble S de M est dit ensemble pic holderien s'il a la forme {w = 1}, 
avec w € Cq R (M) non constante pour un 7, < 7 < 1 et \zu\ < 1. Grace au theoreme 1 et aux 
techniques de deformation de disques, on generalise les resultats de 0. 

Theoreme 5. - Soient M C 2,a globalement minimale. Tout ensemble pic holderien S de M verifie 
H d (S) = et est ^-eliminable. 

Corollaire 2.- Soit M C 3 . Un ensemble pic holderien S est ^-eliminable si H d (\\) cS O t ) = 0. 

Enfin, puisque Lf oc se plonge dans Lj oc pour p > 1, tous ces resultats sont valables dans Lf oc . 

2. Preuves. 

Nous allons donner ici un resume des preuves des theoremes 2,3,4 et 5. Les preuves rigoureuses 
sont contenues dans 0, ||, |J- Le theoreme 1 pour / £ C^ R (M) est demontre dans Q et dans 
I pour / G Lf oc<CR . 

C'est B. Joricke qui a eu l'idee d'utiliser 1'inegalite de Carleson sur des families regulieres 
de disques analytiques attaches a M pour deduire l'elimination L 1 de l'elimination W, dans le 
cas hypersurface. Dans ce travail et dans |7J], H, nous raffinons les resultats de || pour la W- 
elimination et les etendons a L 1 comme dans M. Mentionnons enfin que la technique dite de 
jjbalayage par des wedges^^ utilisee dans g, [Q, g] nc s'appliquerait qu'en dimension CR m > 2; 
c'est pourquoi nous utilisons ici les deformations de disques analytiques et le principe de continuite. 

On traite le cas L 1 , le cas W sera demontre en cours. La technique consiste en un grand nombre 
de deformations de M dans des ouverts obtenus en attachant des disques analytiques a M et a ses 
deformations. En particulier, nous decrivons une partie de l'enveloppe d'holomorphie d'ouverts de 
type wedge attaches a M\<I>, assez etendue pour proceder ensuite a l'elimination L . 



Elimination des singularites pour les fonctions CR 



Etape 1. Grace au theoreme d'extension de Trepreau-Tumanov generalise (H, [pi) et au theoreme 
de l'jjedge of the wedge,^, on peut prolonger holomorphiquement / £ L} oc CR (M\<&) a un wedge 
Wo attache a M\$. Pour le controle en norme L 1 de l'extension, on utilise de ijbonnes^i families 
de disques analytiques attaches a M. Soit A le disque unite dans C, 6A son bord. 

Definition 2. - On appelle famille reguliere en p de disques analytiques attaches a M une 
application C 2,/3 , (3 < a, 4 : 5xVxA ^ C m+n , (s,v,() !-» ^«,«(C)> holomorphe en (, ou 
(0 e)S C R2m+n-i ) (o e )y c k«-i sont des ouverts, telle que A ^(l) =peb que 

1) L'application 5 x feA — ► M, (s, Q i— > A S<V (Q est un plongement, VwEV; 

2) Le vecteur ri := -&4 ,o/dC(l) £ t p m et rang(u h-> prT p C">+™/Cr P M©K77)(- 5 AW 9 C(l))) = 
n- 1. 

Toute famille reguliere definit un wedge Wa, p en (p,rj) par Wa, p := {A Sjt ,(£) £ C m+ ™ : 

(s,v,C) G Si x Vix Ai}, ouSi c 5, Vi C V, Ai =SnA(l,pi), pi > 0. Soit W = W(U,C) = 
{z + t] : z £ U, r] £ C} un wedge de base U C M et de cone C C C m+ ", e.g. W w Wa, p - 

Definition 3. - Une fonction / e L} ocCR (M) est dite prolongeable dans H^(W) s'il existe 
F e 7Y(W) telle que F|c/^ — > / au sens L 1 , ouU n = U + n, r/ £ C, uniformement lorsque r\ — > 0. 

Pour demontrer l'extension de / dans la classe de Hardy H^(Wa, p ), on utilise des families 
regulieres attachees a des deformations de M : 

Proposition 1 (0). - Soit M globalement minimale, C 2 ' a . Pour tout e > 0, il existe une 
deformation C 2 ^ (d, M d ) de M a support compact avec M d = M pres de p et \ \M d — M\ \c?,p < £, 
telle que 

1) II existe une famille reguliere de disques A S:V attaches a M d ; 

2) II existe un operateur lineaire borne de prolongement Lj oc CR (M) — > Lj oc CR {M d ), f h^ f d 7 
tel que f d = f sur I'ensemble oil M d coincide avec M; 

3) Pour f £ L\ ocCR (M) fixee, il existe une deformation d telle que \\f d — /||z,i < s. 

Cette construction demande l'emploi en detail des techniques de deformation de disques de 
Bishop elaborees par Tumanov (pj) et l'existence de M d satisfaisant 1) et 2) equivaut a la globalite 
minimale (||, |J7|). 

Proposition 2. - L] ocCR {M) est prolongeable dans B.^(Wa,p) ■ 

En effet, sur chaque disque remplissant Wa,p, on se ramene a l'estimee de Carleson sur A: si 
r(0) £ C x ([— 7r,7r],[0,l]) telle que r = n sur (-61,61), < n < 1 et supp (1 - r) C {-9 ,6 ), 
< 6»i < 6 < it, alors il existe C > telle que V u £ fl£(A), j\ \u{re %e )\d6 < C\\u\\ L i {bA) . D 

Etape 2. On note H(U) l'anneau des fonctions holomorphes dans U et V(E) un voisinage ouvert 
arbitrairement petit d'un ensemble E dans C m+ " . La deformation suivante reduit la demarche au 
cas 011 L\ ocCR {M\<5>) n Lj oc {M) a ete remplace par H(V(M d \<5>)) n L\ oc {M d ). 

PROPOSITION 3. - Soient M C 2 ' a , generique dans C m+n , f £ Lj ocCR (M) et U un ouvert de 
M\$ tel que U est compact, avec M\<& globalement minimale. Pour tout e > 0, il existe une 
deformation M d C 2 ' 13 , \3 < a, avec supp d =U, M d D $, \\M d - M\\ C 2,n < e, telle qu'il existe 
une fonction f d £ L\ oc (M d ) n Lj oc CR (M d \$) n H(V(U d )) coincidant avec f sur M\U et telle que 

\\f d -f\\LKe. 

La preuve utilise la Proposition 1 et l'inegalite de Carleson sur des deformations successives de 
M a support la base Uj C M de petits wedges Waj. Pj tela que \J jeJ Uj = M. II suffira alors de 
demontrer que L] oc (M d ) n H(V(M d \<5>)) = L] ocCR (M d ). En effet, par | J M (f d - f)d<p\ < C v e (les 
mesures sur M et sur M d etant voisines, puisque \\M d — M\\ C 2,ii < e, une telle ecriture a un sens), 



J. Merker and E. Porten 



pour toute (m + n,m — l)-forme a support compact, l'egalite J Md fdtp = impliquera f A[ fd(p = 0, 
puisque e est arbitraire. □ 

Etape 3: W- elimination de la singularite. En utilisant l'hypothese jjM et M\$ globalement 
minimales^, on elimine progressivement les points de $ = N, E ou K qui se trouvent a l'extremite 
d'une courbe integrale par morceaux de T C M issue d'un point de M\$ et on deforme ensuite 
M dans le wedge obtenu au-dessus de chaque point qui a ete elimine. A chaque pas, sur une 
deformation de M encore notee M, la situation se reduit a l'elimination d'un seul point p de $ 
dispose comme suit. II existe un voisinage U de p dans M et Mi une hypersurface C 2 dans U qui 
partage U en deux composantes fermees M£" et M+ , U = Mf U M+ , M-f n M± = Mi, telle que 
$ n J7 C Mf, et il existe un disque A C 2 ' 13 attache a M x + avec A(l) = p, cL4/d6»(l) G T p Mi. Soient 
a> un voisinage de [/\$ dans C m+ " et / £ TL{lo). Les deformations normales de Tumanov nous 
permettent de developper A en une famille reguliere en p de disques analytiques A sv , A$q = A, 
qui engendre un wedge W^.p : 

Lemme 1 (pl|.) - II existe une famille reguliere A S:V attachee a (M f)U) Uw. □ 

Cependant, le bord de ces disques peut toucher la singularite $ (en fait, A SyV (bA) n $ C 
A S}V (bA n Ai)) et le theoreme d' approximation de Baouendi- Treves n'est plus valable. Heureuse- 
ment, le principe de continuite et une propriete d'isotopie des disques a un point nous permet de 
prolonger f k W := Wa, p moins un ensemble £ c W, i.e. F G H(ui U (W\£)), comme suit: 

Definition 4. Un disque plonge A : A — > C m+n est dit b-isotope a un point dans ui s'il existe une 
application C 1 [0, 1] x A 3 (t,() •-> A t (0 £ C m+ ™ telle que A t (bA) c w, A = A, chaque A t est 
un disque analytique plonge pour < t < 1 et A± est une application constante A — > {pi} G w. 

Lemme 2. - S'oms tes conditions des theoremes 2, 3 et 4, tout disque A s<v tel que A Sj „(6AnAi)n$ = 
est b-isotope a un point dans w. □ 

Lemme 3. - Soit A : bA —> u>, A — > C" l+n b-isotope a un point dans w. Alors, pour toute fonction 
holomorphe f G H(w), il existe F G H(w U V(A(A))) telle que F = f dans V(A(bA)). D 

L'ensemble £ := {z\ = A 8j „(Ci) G C m+ " : Ci eAi, A S}V {bA) n $ ^ 0} ou Ton n'a pas prolonge 
est feuillete par des courbes holomorphes. Grace aux disques attaches a M, on se ramene done 
a eliminer la singularite £\ui pour F G H(oj U (W\£)) = W(w U (W\(£\ui))) . A moins que 
codimwf = codimj\/$, le bord de presque tout disque A SyV ne touche en general $ que sur un 
ensemble de mesure nulle de bA. Le fait que de nombreux disques A s>v satisfont A s ^ v (bAC\ Ai) <f_ £ 
pres de C, — 1, i.e. que £\w ^ 5, est crucial pour la suite. 

La structure de £ depend des cas: 

• Si Hf~ 3 (E) < oo, alors H 2r n c +2n ~ 2 {£) < oo. Soit / G L l {U). Dans ce cas, F G L l {W) et 
on demontre que £\ui est une singularite climinablc pour F grace a un principe de meromorphic 
separee du a Shiffman. En effct, on a: 

Lemme 4. - Soit P CC W un polydisque. Alors pour presque tout disque de coordonnes D C P , 
D n £ consiste en un nombre fini de points et F\d est meromorphe sur D a poles d'ordre au plus 
un. 

Le lemme s'applique a F G L l (W) fl 7i(u> U (W\£ )), d'ou F est meromorphe dans W. Si 
l'ensemble polaire Pp de F est non vide, il ne peut pas contenir une courbe A S:V (A) telle que 

o 

A StV (Ai) flw/f). Done Pp est constitue des disques dont le bord est entierement contenu, pour £ 
pres de 1, dans E. L'ensemble £\ correspondant dans W satisfait maintenant H 2m+2n ~ 3 (£i) = 0, 
mais alors H(W\£i) = H(W), done P F = 0. D 

• Dans la situation du theoreme 4, l'enonce suivant s'applique a (i), (ii) et (iii) : 
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Proposition 4. - Soit A une hypersurface d'un ouvert U C C m+ " et $ un ferme de A qui ne 
contient pas d'orbite CR de A. Alors V / G H(U\$), 3 F G U{U) telle que F\ U \ 9 = f. 

o 

Lorsque codinijVf N = 2 (Theoreme 4), £ est une hypersurface de W feuilletee par les A SjV (Ai), 
mais tout bord de disque A SfV (bA n Ai) ne rencontre N qu'en au plus un point. Done £\u) ne 
contient pas d'orbite CR de £ : la proposition 4 s'applique. □ 

• Lorsque M est C" et H d - 2 {£) = 0, £ satisfait J ff2m+2n-i^ = Dang ce cagj le f eu iii et age 
de £ est analytique reel et on applique pres d'un point de but (~l £ l'enonce (|B|): 

Proposition 5. - Solent U C C m+ ™ un ouvert C" -feuillete par des courbes holomorphes A#, $ e 
D, U = \J$Ai), OeU, D C M 2 ™+ 2 «- 2 un ouvert, 0e D,G C D un ferme avec n 2m+2n - 3 (g) = et 
Mi une hypersurface C 1 dansU, G M x , T Q M X +T A = T C m+n , et posons £ := (U^ eg A, 5 )nAf 1 _ . 
Alors H{U\£)=H{U). 

Ici, l'argument utilise une complexification de courbes reelles du feuiiietage pour avoir la b- 
isotopie. □ 

Etape 4: valeurs au bord dans L 1 . Pour conclure, II reste a estimer l'extension F dans le wedge W 
en norme L . On applique a$ C Af{" l'enonce: 

Proposition 6. - 5i TifZ, ($) < oo et si 7i[ui) se prolonge holomorphiquement a un wedge en 
p G Mi , alors p est L 1 -eliminable, i.e. //$ W-eliminableU entraine //$ L x -eliminablel,l,. 

Preuve: Les disques A S)t) et l'inegalite de Carleson donnent un controle en norme L 1 pour les 
disques ne touchant pas <& (i.e. presque tout disque, parce que TC loc ($) < oo), done de l'extension 
dans le wedge. L'extension appartient enfin a H^(W), ce qui acheve la preuve. D 

Preuve du Theoreme 5. Compte tenu de l'existence des families regulieres de disques analytiques 
et de la Proposition 2, en suivant la demonstration du Theoreme 1 dans Kytmanov-Rea B, on 
obtient le Theoreme 5. □ 
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